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Wykªad 2
Elementy odwracalne i widmo
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Def. Niech A b¦dzie algebr¡ Banacha z jedynk¡ 1 ∈ A. Zbiór
elementów odwracalnych w A oznaczamy przez

Inv(A) := {a ∈ A : ∃a−1∈A aa−1 = a−1a = 1}.

Uw. Inv(A) tworzy grup¦ z mno»eniem. Dla a, b ∈ Inv(A) mamy

(ab)−1 = b−1a−1, (a−1)−1 = a.

Prz. Je±li A = B(X ), gdzie X to przestrze« Banacha, to

Inv(B(X )) = {T ∈ B(X ) : T : X → X bijekcja}.

Prz. Je±li A = C (M), gdzie M przestrze« zwarta, to

Inv(C (M)) = {a ∈ C (M) : a(t) 6= 0 dla ka»dego t ∈ M}.

Prz. Je±li A = `1(G ), gdzie G grupa, to

G ⊆ Inv(`1(G )) - du»o wi¦ksza grupa
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Def. Promieniem spektralnym elementu a ∈ A nazywamy

r(a) := lim
n→∞
‖an‖ 1n

Uw. Powy»sza granica istnieje na mocy Lematu Fekete oraz

r(a) = infn ‖an‖
1
n ¬ ‖a‖.

Lemat Neumanna

Niech A b¦dzie algebr¡ Banacha z jedynk¡. Dla ka»dego a ∈ A

r(a) < 1 =⇒ 1− a ∈ Inv(A) oraz (1− a)−1 =
∞∑
k=0

ak .

Dowód: Zaªo»enie r(a) = limn→∞ ‖an‖
1
n < 1 zastosowane do

kryterium Cauchy'ego-Hadamarda oznacza, »e szereg
∑∞

k=0
‖ak‖

jest zbie»ny. Zatem
∞∑
k=0

ak jest zbie»ny (bezwgl¦dnie). Ponadto

(1− a)
∞∑
k=0

ak =
∞∑
k=0

ak −
∞∑
k=0

ak+1 = 1. �
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Tw. Dla ka»dej algebry Banacha A

1 zbiór Inv(A) jest otwarty w A
2 Inv(A) 3 a 7→ a−1 ∈ Inv(A) jest homeomor�zmem.
3 powy»sze odwzorowanie jest nieograniczone na brzegu Inv(A):

je±li {an}∞n=1
∈ Inv(A) zbiega do a /∈ Inv(A), to lim

n→∞
‖a−1n ‖ =∞

Dowód: Niech a ∈ Inv(A). Dla dowolnego h ∈ A mamy

a − h = a(1− a−1h)

Je±li ‖h‖ < ‖a−1‖−1, to ‖a−1h‖ < 1, wi¦c (1− a−1h) ∈ Inv(A) na
mocy Lematu. Zatem dla maªych h, a − h ∈ Inv(A) oraz

(a − h)−1 = (1− a−1h)−1a−1 =
∞∑
n=0

(a−1h)na−1,

czyli odwrotno±¢ jest funkcj¡ analityczn¡ od h. St¡d (1) i (2).
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(3) Niech {an}∞n=1
⊆ Inv(A) zbiega do a ∈ A oraz ‖a−1n ‖ ¬ M dla

niesko«czenie wielu n. Wtedy znajdziemy n takie, »e ‖a−1n ‖ ¬ M
oraz ‖an − a‖ < 1

M
. St¡d

‖1− a−1n a‖ = ‖a−1n (an − a)‖ < M · 1
M

= 1

Zatem a−1n a ∈ Inv(A) na mocy Lematu. St¡d a ∈ Inv(A). �

Wn. Je±li A ⊆ B s¡ algebrami Banacha ze wspóln¡ jedynk¡, to
zbiór Inv(A) jest sum¡ (pewnych) skªadowych zbioru Inv(B).

Dowód: Element odwracalny w A jest tym bardziej odwracalny w
B . Zatem Inv(A) ⊆ Inv(B). Z Twierdzenia wynika, »e Inv(B) nie
zawiera punktów brzegowych Inv(A) (bo tam �wybucha norma�):

Je±li a ∈ Inv(B) \ Inv(A) byªby granic¡ ci¡gu {an}∞n=1
⊆ Inv(A), to

‖a−1n ‖ → ∞ na mocy (3). Ale no mocy ci¡gªo±ci odwrotno±ci (2),
a−1n → a−1 ∈ Inv(A).Zatem z ci¡gªo±ci normy ‖a−1‖ =∞.
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Ustalmy algebr¦ Banacha A z jedynk¡ 1 nad ciaªem F = C.

Def. Widmem (spektrum) elementu a ∈ A nazywamy zbiór

σ(a) := {λ ∈ C : a − λ1 /∈ Inv(A)}.

By podkre±li¢ zale»no±¢ od algebry A, b¦dziemy te» pisa¢ σA(a).

Prz. Widmo elementu algebry funkcji na przestrzeni zwartej M

Je±li A = C (M), to Inv(C (M)) = {a ∈ C (M) : ∀t∈M a(t) 6= 0} i
σ(a) = {λ ∈ F : ∃t∈M (a − λ1)(t) = 0)}

= {λ ∈ F : ∃t∈M a(t) = λ}
= a(M).

Zatem widmo funkcji a ∈ C (M) jest obrazem tej funkcji.
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Prz. Widmo operatora dziaªaj¡cego na przestrzeni Banacha X

Skoro Inv(B(X )) = {T ∈ B(X ) : T : X → X bijekcja} to widmo
operatora T ∈ B(X ) wyra»a si¦ wzorem

σ(T ) := {λ ∈ F : T − λ1 : X → X odwzorowanie nieodwracalne}

Czyli λ ∈ σ(T ) ⇐⇒ zachodzi który± z dwóch warunków:
(a) T − λ1 nie jest surjekcj¡.
(b) T − λ1 nie jest injekcj¡ ⇐⇒ ker(T − λ1) 6= {0} ⇐⇒
∃x∈X\{0} Tx = λx ⇐⇒ λ jest warto±ci¡ wªasn¡ dla T .

Je±li dim(X ) = n <∞, to warunki (a) i (b) s¡ równowa»ne, czyli

σ(T ) = {warto±ci wªasne operatora T}.
Ponadto mamy wtedy izomor�zm algebr B(X ) ∼= Mn(F) oraz
Inv(Mn(F)) = {T ∈ Mn(F) : det(T ) 6= 0}. Zatem dla T ∈ Mn(F)

σ(T ) = {λ ∈ F : det(T − λ1) = 0}.
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Twierdzenie (Podstawowe Wªasno±ci Widma)

Widmo elementu a ∈ A w zespolonej algebrze Banacha A z
jedynk¡ jest zbiorem niepustym i zwartym oraz

σ(a) ⊆ {λ ∈ F : |λ| ¬ r(a)},

gdzie
r(a) = max

λ∈σ(a)
|λ|.

σ(a)

r(
a)

︷ ︸︸ ︷

Promie« spektralny r(a), to najmniejszy
promie« koªa o ±rodku w zerze,
w którym zawarte jest caªe widmo σ(a).

Uw. Niepusto±¢ widma wynika z Twierdzenia Louiville'a, które
jest �równowa»ne� Zasadniczemu Twierdzeniu Algebry

Prz. Widmo

(
0 1
1 0

)
jest czysto urojone (byªoby puste w R).

8 / 11



Zale»no±¢ widma od nadalgebry

Je±li a ∈ A ⊆ B oraz 1 ∈ A ∩ B , to widmo σA(a) powstaje z
widma σB(a) poprzez ewentualne �zalepienie dziur� w σB(a).

Twierdzenie

Niech A ⊆ B b¦dzie inkluzj¡ algebr Banacha ze wspóln¡ jedynk¡.
Niech a ∈ A i niech {Di}i∈I b¦dzie rodzin¡ ograniczonych
skªadowych dopeªnienia σB(a). Istnieje podzbiór J ⊆ I taki, »e

σA(a) = σB(a) ∪
⋃
i∈J

Di .

Dowód: Niech C \ σB(a) =
⊔

i∈I Di t D∞ b¦dzie rozbiciem na
skªadowe spójno±ci (D∞ skªadowa nieograniczona). Na mocy Wn.
Inv(A) jest sum¡ skªadowych zbioru Inv(B). Zatem C \ σA(a) jest
sum¡ skªadowych zbioru C \ σB(a). Czyli dla pewnego K ⊆ I

C \ σA(a) =
⊔
i∈K

Di t D∞.

St¡d σA(a) = σB(a) ∪
⋃

i∈J Di dla J := I \ K . �9 / 11



Def. Je»eli A jest zespolon¡ algebr¡ bez jedynki, to widmo
elementu a ∈ A de�niujemy jako

σA(a) := σÃ(a) = {λ ∈ C : a − λ1 /∈ Inv(Ã)}.

gdzie Ã jest jednowymiarowym ujedynkowieniem A.

Uw. Je»eli A nie ma jedynki, to 0 ∈ σA(a) dla dowolnego a ∈ A.

Lem. (Kompleksy�kacja algebry rzeczywistej)

Niech A b¦dzie algebr¡ nad R. Zbiór AC := {(a, b) : a, b ∈ A}
tworzy algebr¦ nad C z dziaªaniami danymi wzorami:

(a, b) + (c , d) := (a + c , b + d) (dodawanie)

(α + iβ)(a, b) := (αa − βb, αb + βb) (mno»enie przez liczb¦)

(a, b) · (c , d) := (ac − bd , ad + bc) (mno»enie)

Ozn. Elementy AC b¦dziemy zapisywa¢ a + ib. Wtedy A ⊆ AC.
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Tw. (Dla Pani Juli)

Je±li (A, ‖ · ‖) jest rzeczywist¡ algebr¡ Banacha, to na AC = A+ iA
istnieje norma ‖ · ‖C taka, »e:

1 (AC, ‖ · ‖) jest zespolon¡ algebr¡ Banacha,

2 ‖a‖C = ‖a‖ dla ka»dego a ∈ A,

3 ‖a+ ib‖C = ‖a− ib‖C dla wszystkich a, b ∈ A.

Ponadto wszystkie normy speªniaj¡ce te warunki s¡ równowa»ne.

Def. (Kaplansky)

Kaplansky

Je»eli A jest rzeczywist¡ algebr¡ Banacha,

to widmo elementu a ∈ A de�niujemy jako jego widmo w AC:

σA(a) := σAC(a) = {λ ∈ C : a− λ1 /∈ Inv(AC)}.

Wn. W dowolnej algebrze Banacha A (zespolonej lub nie, z jedynk¡

lub bez) widmo σA(a) elementu a ∈ A jest niepuste, zwarte oraz

r(a) = max
λ∈σA(a)

|λ|.
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