Bartosz Kwasniewski

Wyktad 2
Elementy odwracalne i widmo
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Def. Niech A bedzie algebra Banacha z jedynka 1 € A. Zbiér
elementéw odwracalnych w A oznaczamy przez

Inv(A) :={a€A:3,1cpaa t =alta=1}

Uw. Inv(A) tworzy grupe z mnozeniem. Dla a, b € Inv(A) mamy
(ab)™t=bta ™, (a7 )t =a
Prz. Jesli A= B(X), gdzie X to przestrzeh Banacha, to

Inv(B(X)) = {T € B(X): T : X — X bijekcja}.

Prz. Jesli A= C(M), gdzie M przestrzen zwarta, to

Inv(C(M)) ={a € C(M): a(t) # 0 dla kazdego t € M}.

Prz. Jesli A= (1(G), gdzie G grupa, to

G C Inv(f*(G)) - duzo wieksza grupa
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Def. Promieniem spektralnym elementu a € A nazywamy
r(a) == lim

A
Uw. Powyzsza granica istnieje na mocy Lematu Fekete oraz
r(a) = inf, 2> < |a].
Lemat Neumanna

Niech A bedzie algebra Banacha z jedynka. Dla kazdego a € A

r(a) <1 = 1—aclnv(A)oraz (1—a)!= § ak.
k=0

Dowdd: Zatozenie r(a) = » < 1 zastosowane do

kryterium Cauchy’ego-Hadamarda oznacza, ze szereg 322, ||a¥||

jest zbiezny. Zatem i% a* jest zbiezny (bezwglednie). Ponadto

l—az Zak—Zak“:l. [ |
k=0 k=0

3/11



Tw. Dla kazdej algebry Banacha A
@ zbidr Inv(A) jest otwarty w A
Q@ Inv(A) 3 ar a ! € Inv(A) jest homeomorfizmem.

© powyzsze odwzorowanie jest nieograniczone na brzegu Inv(A)'
1
I =

jesli {an}o2; € Inv(A) zbiega do a ¢ Inv(A), to I|m llar,

Dowdd: Niech a € Inv(A). Dla dowolnego h € A mamy
a—h=a(l—ath)

Jesli [|h]| < ||a7t||7L, to [|ath| < 1, wiec (1 — a~th) € Inv(A) na

mocy Lematu. Zatem dla matych h, a — h € Inv(A) oraz

o

(a__ h)—l ::(1 —1h) 1 —1 ::jzz(a_lh)”a_l,

n=0

czyli odwrotnos¢ jest funkcja analityczng od h. Stad (1) i (2).
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(3) Niech {a,}°2; C Inv(A) zbiega do a € A oraz ||a,;!|| < M dla
nieskorczenie wielu n. Wtedy znajdziemy n takie, ze ||a; ]| < M
oraz ||a, — a|| < 4. Stad

1

1—atal| = |la,*(an —a)|| < M- = =1
11— a,"al = |la,"(an — 3] Y

Zatem a;'a € Inv(A) na mocy Lematu. Stad a € Inv(A). [ |

Whn. Jesli A C B sa algebrami Banacha ze wspdlng jedynka, to
zbiér Inv(A) jest suma (pewnych) sktadowych zbioru Inv(B).

Dowdéd: Element odwracalny w A jest tym bardziej odwracalny w
B. Zatem Inv(A) C Inv(B). Z Twierdzenia wynika, ze Inv(B) nie
zawiera punktéw brzegowych Inv(A) (bo tam “wybucha norma”):

Jesli a € Inv(B) \ Inv(A) bytby granica ciagu {a,}72; C Inv(A)
||a | = oo na mocy (3). Ale no mocy ciagtosci odwrotnosci (

a;l — a=! € Inv(A).Zatem z ciggtosci normy ||a™!|| = oco. n




Ustalmy algebre Banacha A z jedynka 1 nad ciatem F = C.
Def. Widmem (spektrum) elementu a € A nazywamy zbiér
o(a) :={ e C:a— Al ¢Inv(A)}.

By podkresli¢ zaleznos¢ od algebry A, bedziemy tez pisa¢ oa(a).

Prz. Widmo elementu algebry funkcji na przestrzeni zwartej M
Jesli A= C(M), to Inv(C(M)) ={aec C(M) : Viema(t) # 0} i
o(@a) ={NeF:Jiem (a—A1)(t) =0)}
={AeF: Jiem a(t) = A}
= a(M).
Zatem widmo funkcji a € C(M) jest obrazem tej funkcji.
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Prz. Widmo operatora dziatajacego na przestrzeni Banacha X

Skoro Inv(B(X)) ={T € B(X): T : X — X bijekcja} to widmo
operatora T € B(X) wyraza si¢ wzorem

o(T):={AeF: T—-\l:X — X odwzorowanie nieodwracalne}

Czyli A € 0(T) <= zachodzi ktérys z dwéch warunkéw:

@ T — Al nie jest surjekcja.

@ T — Al nie jest injekcja <= ker(T — A1) # {0} <—
Jrex\foy Tx = Ax <= X jest wartoscig wtasng dla T.

Jesli dim(X) = n < oo, to warunki (a) i (b) sa réwnowazne, czyli
o(T) = {wartosci wtasne operatora T }.

Ponadto mamy wtedy izomorfizm algebr B(X) = M,(F) oraz

Inv(M,(F)) = {T € My(FF) : det(T) # 0}. Zatem dla T € M,(F)

o(T)={A€F:det(T — A1) =0}.
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Twierdzenie (Podstawowe Wtasnosci Widma)

Widmo elementu a € A w zespolonej algebrze Banacha A z
jedynka jest zbiorem niepustym i zwartym oraz

ol@a) C{AeF: |\ < r(a)},
gdzie

r(2) = Aeo (s (Al

Promien spektralny r(a), to najmniejszy
promien kota o srodku w zerze,
w ktérym zawarte jest cate widmo o ——

/ﬁ\

Uw. Niepustos¢ widma wynika z Twierdzenia Louiville’a, ktére
jest “rownowazne’ Zasadniczemu Twierdzeniu Algebry

) 0
Prz. Widmo < 10

1. i
) jest czysto urojone (bytoby puste w R).

8/11



Zalezno$¢ widma od nadalgebry

Jesiac AC Boraz1l € AN B, to widmo c4(a) powstaje z
widma og(a) poprzez ewentualne “zalepienie dziur” w og(a).

Twierdzenie

Niech A C B bedzie inkluzja algebr Banacha ze wspélna jedynka.
Niech a € Ai niech {D;};c, bedzie rodzing ograniczonych
sktadowych dopetnienia og(a). Istnieje podzbiér J C [ taki, ze

O'A(a) = ag(a) U U D,'.

ieJ

Dowdd: Niech C\ og(a) = |;c; Di Ll D bedzie rozbiciem na
sktadowe spgjnosci (D, sktadowa nieograniczona). Na mocy Wn.
Inv(A) jest sumg sktadowych zbioru Inv(B). Zatem C \ oa(a) jest
suma sktadowych zbioru C \ aB( ). Czyli dla pewnego K C /

C \ O'A |_| D L D

ieK

Stqd UA(a):aB(a)UU,-GJD,- dIaJ:I\K ./11




Def. Jezeli A jest zespolona algebra bez jedynki, to widmo
elementu a € A definiujemy jako

oa(a) i=oz(a) ={A€C:a— A\l ¢ Inv(A)}.
gdzie A jest jednowymiarowym ujedynkowieniem A.

Uw. Jezeli A nie ma jedynki, to 0 € o4(a) dla dowolnego a € A.

Lem. (Kompleksyfikacja algebry rzeczywistej)

Niech A bedzie algebra nad R. Zbiér Ac := {(a, b) : a,b € A}
tworzy algebre nad C z dziataniami danymi wzorami:

(a,b) + (c,d) :=(a+c,b+d) (dodawanie)
(a+iB)(a,b) := (a — Bb,ab+ b)  (mnozenie przez liczbe)
(a, b) - (c,d) := (ac — bd, ad + bc) (mnozenie)

Ozn. Elementy Ac bedziemy zapisywa¢ a + ib. Wtedy A C Ac.
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Tw. (Dla Pani Juli)
Jesli (A, || - ||) jest rzeczywista algebra Banacha, to na Ac = A+ /A
istnieje norma || - ||c taka, ze:
© (Ac,| - ||) jest zespolong algebra Banacha,
@ |lal|c = ||a|| dla kazdego a € A,
© ||a+ ib|lc = ||a — ib||c dla wszystkich a,b € A.
Ponadto wszystkie normy spetniajace te warunki s réwnowazne.

Def. (Kaplansky) Jezeli A jest rzeczywistg algebra Banacha,
to widmo elementu a € A definiujemy jako jego widmo w Ac:

oa(a) =oa.(a) ={AeC:a— Al ¢ Inv(Ac)}.
Wn. W dowolnej algebrze Banacha A (zespolonej lub nie, z jedynka
lub bez) widmo o 4(a) elementu a € A jest niepuste, zwarte oraz

= m Al
r(a) AEUaAz(a) | ’
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